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Анотацiя

Алексєєва А. М. Параметричнi поверхневi хвилi в iдеальнiй

рiдинi

Дипломна робота мiстить: 26 сторiнки, 3 рисунка, 1 додаток, 6 джерел

лiтератури.

Мета роботи: теоретично та у комп’ютерному експериментi дослiдити

параметричнi поверхневi хвилi в iдеальнiй рiдинi.

Об’єктом дослiдження є математична модель процесу збудження пара-

метричних поверхневих хвиль.

Розглянуто проблеми стiйкостi рiвноваги i збудження хвиль на гори-

зонтальнiй вiльнiй поверхнi рiдини у посудинi, що здiйснює вертикальнi

коливання. Вивчаються лiнiйнi та нелiнiйнi параметричнi хвилi.

Ключовi слова: гармонiчнi коливання, амплiтуда, частота, вiльна по-

верхня рiдини, збурена поверхня, хвилi Фарадея.

Alekseeva A. M. Parametric surface waves in an ideal liquid

The thesis contains: 26 pages, 3 figures, 1 appendix, 6 sources of literature.

The purpose of the work: theoretically and in a computer experiment to

investigate parametric surface waves in an ideal liquid.

The object of research is a mathematical model of the process of excitation

of parametric surface waves.

The problems of stability of equilibrium and excitation of waves on the

2



3

horizontal free surface of a liquid in a vessel performing vertical oscillations

are considered. Linear and nonlinear parametric waves are studied.

Key words: harmonic oscillations, amplitude, frequency, free liquid sur-

face, disturbed surface, Faraday waves.
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Вступ

Поверхневi параметричнi хвилi – це особливий тип хвиль, якi виникають

на поверхнi рiдини внаслiдок впливу зовнiшнiх збурень. Вони можуть бу-

ти створенi, наприклад, в результатi коливань поверхнi рiдини або змiни

форми посудини, в якiй знаходиться рiдина.

Цi хвилi мають властивостi, якi вiдрiзняють їх вiд звичайних хвиль на

поверхнi рiдини. Вони є параметричними, так як їх характеристики зале-

жать вiд параметрiв системи, таких як амплiтуда збурення, частота та iн.

Крiм того, поверхневi параметричнi хвилi можуть мати незвичайну форму,

наприклад, вони можуть утворювати хвилi, що бiжать, стiйкi стоячi хвилi

i т.д.

Вивчення поверхневих параметричних хвиль має значення як для фун-

даментальних наук, так i для практичних застосувань. Наприклад, вони

можуть використовуватися для створення енергетичних установок на осно-

вi хвильової енергiї, для контролю та управлiння процесами на поверхнi

рiдини в рiзних технiчних пристроях, а також для вивчення особливостей

взаємодiї хвиль з iншими об’єктами рiдини.

Параметрично збудженi хвилi на поверхнi рiдини є одним iз типiв нелi-

нiйних хвильових явищ, що виникають за наявностi параметричної нестiй-

костi.

У разi поверхневих хвиль на шарi рiдини параметрична нестiйкiсть мо-

же виникнути за наявностi зовнiшнiх перiодичних збурень, наприклад,
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при вертикальних коливаннях пiддону з рiдиною. Внаслiдок цього виникає

модуляцiя поверхнi рiдини, яка призводить до збудження параметричних

хвиль на поверхнi рiдини.

Мета даної роботи - теоретично та у комп’ютерному експериментi до-

слiдити параметричнi поверхневi хвилi в iдеальнiй рiдинi. Для досягнення

цiєї мети необхiдно виконати такi задачi:

- Розглянути умови виникнення та основнi властивостi параметричних

поверхневих хвиль;

- Дослiдити математичну модель для опису параметричних поверхневих

хвиль в iдеальнiй рiдинi з урахуванням нелiнiйних ефектiв.



Роздiл 1. Гiдродинамiчна задача про

стiйкiсть вiльної поверхнi

рiдини у посудинi, що

здiйснює вертикальнi

коливання

1.1. Постановка задачi

Розглядається стiйкiсть плоскої вiльної поверхнi рiдини, яка знаходи-

ться в посудинi, що здiйснює вертикальнi гармонiчнi коливання з амплiту-

дою 𝑎 i частотою 2𝜔. Для закритичної областi значень параметрiв розгля-

дається питання про врахування нелiнiйностi коливань. [1], [5]

Позначимо шар рiдини через Ω, вiльну поверхню рiдини через Γ, S-

тверде дно.

Рис. 1.1: До постановки задачi

Передбачається, що рiдина iдеальна (нестислива) i капiлярна. Над рiди-
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ною знаходиться газ, густина якого зневажливо мала порiвняно iз густиною

рiдини

𝜕𝑣⃗

𝜕𝑡
+ (𝑣⃗∇)𝑣⃗ = −1

𝜌
𝑔𝑟𝑎𝑑𝑝+ 𝑔⃗ − 4𝑎𝜔2𝑒⃗𝑧 cos 2𝜔𝑡, (1.1)

𝑑𝑖𝑣𝑣⃗ = 0 (1.2)

Тут 𝑣⃗ – швидкiсть рiдини; 𝜌 - її густина; p – тиск; 𝑒⃗𝑧 – одиничний ве-

ктор, спрямований вертикально вгору. Останнiй доданок у рiвняннi (1.1)

являє собою об’ємну густину переносної сили iнерцiї (питому силу iнерцiї),

яку необхiдно враховувати при розглядi руху рiдини в системi координат,

пов’язанiй з посудиною, що коливається. Нехай 𝑧 = 𝑧(𝑡)- закон руху посу-

дини. В якостi такого закону вибиратиметься гармонiйний закон коливань

𝑧(𝑡) = −𝑎 cos 2𝜔𝑡. Тодi питома сила iнерцiї визначається формулою

𝑓 = −𝜌𝑧(𝑡)𝑒⃗𝑧 = −4𝑎𝜌𝜔2𝑒⃗𝑧 cos 2𝜔𝑡 (1.3)

У станi рiвноваги рiдина передбачається нерухомою 𝑣⃗0 = 0, розподiл

гiдростатичного тиску має вигляд

𝑝0 = −𝜌(𝑔 + 4𝛼𝜔2 cos 2𝜔𝑡)𝑧 + 𝑝𝛼 (1.4)

Поверхня роздiлу в станi рiвноваги є площиною 𝑧 = 0, за припущенням,

що крайовий кут змочування дорiвнює 90 градусiв.

Змочування - це поверхневе явище, що полягає у взаємодiї рiдини з по-

верхнею твердого тiла чи iншої рiдини. Ступiнь змочування характеризує-

ться кутом змочування. Кут змочування (або крайовий кут змочування)

- це кут, утворений дотичними площинами до мiжфазних поверхонь, що

обмежує рiдину, що змочує, а вершина кута лежить на лiнiї роздiлу трьох
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фаз. Тодi на верхнiй частинi роздiлу буде виконуватися умова безперерв-

ностi тиску

𝑝0 = 𝑝𝑎 (1.5)

де 𝑝𝛼 - заданий атмосферний тиск.

Умова (1.5) випливає з бiльш загальної динамiчної умови

< 𝑝 >= −2𝑎𝐾,

де K - кривизна поверхнi рiдини, < 𝑝 > означає стрибок укладеної в

них величини < 𝑝 >= 𝑝1−𝑝2. Права частина є капiлярним стрибком тиску

(тиск Лапласа).

1.2. Лiнеаризацiя рiвнянь

Введемо функцiю 𝜁, яка описує вiдхилення поверхнi рiдини вiд незбуре-

ного стану у напрямку вертикальної осi, 𝑧 = 𝜁(𝑡, 𝑥). Розглянемо малi рухи

рiдини щодо рiвноважного стану. Для цього представимо поле швидкостей

тиску рiдини у виглядi

𝑝 = 𝑝0 + 𝑝′, 𝑣⃗ = 𝑣⃗0 + 𝑣⃗′, (1.6)

де 𝑝′, 𝑣⃗′ - малi вiдхилення вiдповiдних величин щодо їх рiвноважних

значень 𝑝0, 𝑣⃗0.

Пiдставимо розкладання (1.6) в рiвняння руху (1.1). В силу умов рiвно-

ваги (1.4) для збурених величин отримаємо рiвняння руху

𝜌
𝜕𝑣⃗

𝜕𝑡
= −∇𝑝 (1.7)

𝑣⃗ = ∇𝜙,
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Δ𝜙 = 0 всерединi Ω
𝜕𝜙

𝜕𝑛
= 0 на S

У цьому рiвняннi (як зазвичай у лiнiйнiй теорiї) опущенi квадратичнi

по 𝑣⃗′ доданки.

Надалi «штрихи», що позначають збурення гiдродинамiчних величин,

опускатимемо.

Розглядатимемо безвихровий рух iдеальної рiдини, 𝑟𝑜𝑡𝑣⃗ = 0. Тодi можна

ввести потенцiал поля швидкостей 𝑣⃗ = ∇𝜙. З рiвняння (1.2) випливає, що

у всьому обсязi рiдини для потенцiалу швидкостi маємо рiвняння

Δ𝜙 = 0 (1.8)

А з рiвняння руху (1.7) випливає iнтеграл Кошi-Лагранжа [1]:

𝜌
𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑝′ = 0. (1.9)

У кожнiй точцi поверхнi посудини нормальна похiдна потенцiалу швид-

костi повинна дорiвнювати нулю

𝜕𝜙

𝜕𝑛
= 0 (1.10)

для кожного моменту часу, тобто на твердих стiнках виконується умова

непротiкання.

На вiльнiй поверхнi має мiсце кiнематична умова

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝜁𝑡 на Γ (1.11)

Пiдставляючи (1.6) в умову на збуренiй поверхнi рiдини

< 𝑝 >Γ= −2𝛼𝐾

де
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𝐾 =
1

𝑅1
+

1

𝑅2
,

2𝐾 = 𝑑𝑖𝑣𝑛⃗,

𝑑𝑖𝑣𝑛⃗ = −𝜕𝜁𝑥
𝜕𝑥

,

можна записати

< 𝑝+ 𝑝0|Γ +
𝜕𝑝0
𝜕𝑧

𝜁 >= −2𝛼𝐾 = −𝛼ΔΓ𝜁.

Динамiчна умова на збуренiй поверхнi зноситься на незбурену поверхню

Г

< 𝑝+
𝜕𝑝0
𝜕𝑧

𝜁 >= −𝛼ΔΓ𝜁,

тодi

𝑝+
𝜕𝑝0
𝜕𝑧

𝜁 = −𝛼ΔΓ𝜁, (1.12)

ΔΓ𝜁 =
𝜕2𝜁

𝜕𝑥2
.

З умови на лiнiї контакту рiдини, газу та стiнки посудини (заданий кут

змочування для простоти вважатимемо рiвним 𝛽 = 𝜋/2) випливає умова

на функцiю 𝜁(𝑡, 𝑥)

𝜕𝜁

𝜕𝑥
= 0 на S.

(1.12) з урахуванням (1.4) та (1.9) має вигляд динамiчної умови:
𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ (𝑔 + 4𝑎𝜔2 cos 2𝜔𝑡)𝜁 − 𝛼

𝜌

𝜕2𝜁

𝜕𝑥2
= 0.

Отже, ми маємо таку математичну постановку задачi:

Δ𝜙 = 0 на Ω
𝜕𝜙

𝜕𝑛
= 0 на S

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝜁𝑡 на Γ (кiнематична умова)

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ (𝑔 + 4𝑎𝜔2 cos 2𝜔𝑡)𝜁 − 𝛼

𝜌

𝜕2𝜁

𝜕𝑥2
= 0 (динамiчна умова)

𝜕𝜁

𝜕𝑥
= 0 на S
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1.3. Метод дослiдження

Функцiю 𝜁 знаходимо у виглядi перiодичної по 𝑥 функцiї, що задоволь-

няє крайових умов на кут змочування:

𝜁 = 𝑐(𝑡) cos(𝑘𝑥). (1.13)

Потенцiал поля швидкостей будемо шукати також у виглядi перiодичної

по 𝑥 функцiї

𝜙 = 𝑐̇(𝑡)
cosh(𝑘(𝑧 + ℎ))

𝑘 sinh(𝑘ℎ)
𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥). (1.14)

Пiдставивши розкладання (1.13) та (1.14) в динамiчну умову, отримаємо

рiвняння

(
coth(𝑘ℎ)

𝑘
𝑐+ (𝑔 + 4𝑎𝜔2 cos 2𝜔𝑡)𝑐+

𝛼

𝜌
𝑘2𝑐) cos(𝑘𝑥) = 0.

Звiдси випливає

𝑐+ 𝑘 tanh(𝑘ℎ)(𝑔 + 4𝑎𝜔2 cos 2𝜔𝑡+
𝛼

𝜌
𝑘2)𝑐 = 0. (1.15)

Дослiдження стiйкостi вихiдної гiдродинамiчної системи зводиться до

вивчення стiйкостi тривiального розв’язку ЗДУ (1.15) для рiзних значень 𝑘.

Висновок про стiйкiсть тривiального розв’язку рiвняння (1.15) робитимемо

на пiдставi загальної теорiї Флоке-Ляпунова.



Роздiл 2. Стiйкiсть тривiального

розв’язку лiнiйних

диференцiальних рiвнянь

iз перiодичними

коефiцiєнтами

З основами загальної теорiї Флоке-Ляпунова можна ознайомитись за

книгою [2].

Дослiдження стiйкостi руху багатьох систем часто зводиться до аналiзу

лiнiйних диференцiальних рiвнянь iз перiодичними коефiцiєнтами. У ма-

тричнiй формi цi рiвняння можуть бути записанi так:

𝑥̇ = 𝑃 (𝑡)𝑥. (2.1)

У цьому рiвняннi x – матриця стовпець або вектор

𝑥 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
а 𝑃 (𝑡) – квадратна матриця

13
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𝑃 (𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑝1,1(𝑡) . . . 𝑝1,𝑛(𝑡)

... . . . ...

𝑝𝑛,1(𝑡) . . . 𝑝𝑛,𝑛(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎠
Будемо вважати, що всi елементи 𝑝𝑘,𝑗(𝑡) матрицi 𝑃 (𝑡), а отже, i сама

матриця 𝑃 є перiодичними функцiями часу t одного i того ж перiоду 𝑇 ,

так що для будь-якого моменту часу 𝑡 справедлива рiвнiсть

𝑃 (𝑡+ 𝑇 ) = 𝑃 (𝑡)

Для отримання критерiїв стiйкостi таких систем коротко зупинимося

на деяких загальних питаннях теорiї лiнiйних диференцiальних рiвнянь iз

перiодичними коефiцiєнтами, що належить Флоке.

Сукупнiсть 𝑛 лiнiйно незалежних розв’язкiв рiвняння (2.1)

𝑥1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1,1
...

𝑥𝑛,1

⎞⎟⎟⎟⎠ , . . . , 𝑥𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1,𝑛

...

𝑥𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
називається фундаментальною системою розв’язкiв цього рiвняння, а

матриця

𝑋(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
або, що те саме,

𝑋(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1,1 𝑥1,2 . . . 𝑥1,𝑛

𝑥2,1 𝑥2,2 . . . 𝑥2,𝑛
... ... . . . ...

𝑥𝑛,1 𝑥𝑛,2 . . . 𝑥𝑛,𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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називається фундаментальною матрицею. Тут перший iндекс елемента

𝑥𝑘,𝑗 позначає номер функцiї, а другий номер розв’язку.

Загальний розв’язок 𝑥(𝑡) рiвняння (2.1) визначається звичайною фор-

мулою загального розв’язку лiнiйного однорiдного диференцiального рiв-

няння:

𝑥(𝑡) = 𝐶1𝑥1 + 𝐶2𝑥2 + . . . + 𝐶𝑛𝑥𝑛, (2.2)

де 𝐶1, · · · , 𝐶𝑛 - довiльнi сталi, що визначаються з початкових умов. У

матричнiй формi загальний розв’язок (2.2) має вигляд

𝑥(𝑡) = 𝑋(𝑡)𝐶, (2.3)

де 𝐶 - матриця-стовпець

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐶1

...

𝐶𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
Не порушуючи загальностi, вважатимемо, що фундаментальна система

розв’язкiв задовольняє наступним початковим умовам:

𝑥𝑘,𝑗(0) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, 𝑘 = 𝑗

0, 𝑘 ̸= 𝑗

або в матричнiй формi

𝑋(0) = 𝐸,

де 𝐸 – одинична матриця
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𝐸 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
... ... . . . ...

0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Якщо у якомусь розв’язку 𝑥𝑘 замiнити 𝑡 на 𝑡+𝑇 , то через перiодичнiсть

матрицi 𝑃 (𝑡) ми знову отримаємо розв’язок, оскiльки вектор 𝑥𝑘(𝑡+𝑇 ) як i

ранiше задовольнятиме рiвнянню (2.1), якщо йому задовольняв вектор 𝑥𝑘.

Отриманий розв’язок не збiгатиметься з початковим розв’язком 𝑥𝑘(𝑡), але,

як будь-який розв’язок рiвняння (2.1), вiн може бути отриманий iз загаль-

ного розв’язку (2.3) вибором вiдповiдної матрицi-стовпця 𝐶. Позначивши

цю матрицю через 𝐴𝑘, знайдемо

𝑥𝑘(𝑡+ 𝑇 ) = 𝑋(𝑡)𝐴𝑘, (𝑘 = 1, 2, · · · , 𝑛).

Якщо вiдома фундаментальна матриця 𝑋(𝑡), то матриця 𝐴 визначиться

з рiвностi 𝑋(𝑇 ) = 𝑋(0)𝐴 = 𝐸𝐴 = 𝐴:

𝐴 = 𝑋(𝑇 ) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1,1(𝑇 ) . . . 𝑥1,𝑛(𝑇 )

... . . . ...

𝑥𝑛,1(𝑇 ) . . . 𝑥𝑛,𝑛(𝑇 )

⎞⎟⎟⎟⎠
Матриця 𝐴 називається матрицею монодромiї. Iснує розв’язок 𝑥(𝑡), що

задовольняє наступну залежнiсть:

𝑥(𝑡+ 𝑇 ) = 𝜌𝑥(𝑡), (2.4)

де 𝜌 - деяке стале число (такий розв’язок називають нормальним). Будь-

який розв’язок рiвняння (2.1) можна одержати iз загального розв’язку

(2.3). Тому якщо нормальний розв’язок iснує, то має iснувати така постiйна

матриця-стовпець
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𝛽 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝛽1
...

𝛽𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
для якої буде справедлива рiвнiсть

𝑥(𝑡) = 𝑋(𝑡)𝛽.

Враховуючи, що рiвнiсть має виконуватися за всiх 𝑡, отримаємо

(𝐴− 𝜌𝐸)𝛽 = 0.

Це матричне рiвняння, в якому невiдомими є матриця-стовпець i число,

еквiвалентно 𝑛 скалярним рiвнянням

(𝛼1,1 − 𝜌)𝛽1 + 𝛼1,2𝛽2 + · · ·+ 𝛼1,𝑛𝛽𝑛 = 0

𝛼2,1𝛽1 + (𝛼2,2 − 𝜌)𝛽2 + · · ·+ 𝛼2,𝑛𝛽𝑛 = 0

𝛼𝑛,1𝛽1 + 𝛼𝑛,2𝛽2 + · · ·+ (𝛼𝑛,𝑛 − 𝜌)𝛽𝑛 = 0

Для того щоб система n алгебраїчних однорiдних рiвнянь щодо

𝛽1, · · · , 𝛽𝑛 мала розв’язок, вiдмiнний вiд нуля, необхiдно i достатньо, щоб

визначник системи дорiвнював нулю:

𝑑𝑒𝑡(𝐴− 𝜌𝐸) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛼1,1 − 𝜌 𝛼1,2 . . . 𝛼1,𝑛

𝛼2,1 𝛼2,2 − 𝜌 . . . 𝛼2,𝑛

... ... . . . ...

𝛼𝑛,1 𝛼𝑛,2 . . . 𝛼𝑛,𝑛 − 𝜌

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 0

Кожному кореню 𝜌𝑘 цього характеристичного рiвняння (для просто-

ти будемо припускати, що серед коренiв немає кратних) вiдповiдає свiй

розв’язок 𝑥𝑘(𝑡), що задовольняє умовi (2.4). В результатi отримаємо 𝑛 нор-

мальних розв’язкiв, що задовольняють умову (2.4):

𝑥1(𝑡+ 𝑇 ) = 𝜌1𝑥1(𝑡), · · · , 𝑥𝑛(𝑡+ 𝑇 ) = 𝜌𝑛𝑥𝑛(𝑡).
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Ця система є лiнiйно незалежною i може бути прийнята за фундамен-

тальну систему розв’язкiв. Тут 𝜌𝑘 – мультиплiкатори.

Нормальнi розв’язки мають вигляд:

𝑥𝑘(𝑡) = 𝑒𝛼𝑘𝑡𝜙𝑘(𝑡)(𝑘 = 1, · · · , 𝑛),

де 𝜙𝑘(𝑡) - перiодична матриця-стовпець перiоду 𝑇

𝜙𝑘(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜙1,𝑘(𝑡)

...

𝜙𝑛,𝑘(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝜙𝑘(𝑡+ 𝑇 ) = 𝜙𝑘(𝑡)

а 𝛼𝑘 - постiйнi числа, званi характеристичними показниками, обчислю-

ються за такою формулою:

𝛼𝑘 =
1

𝑇
ln 𝜌𝑘, (𝑘 = 1, · · · 𝑛).

Перейдемо до вивчення стiйкостi руху. Будемо вважати, що за фунда-

ментальну систему розв’язкiв рiвняння (2.1) прийнято систему нормаль-

них розв’язкiв 𝑥1, · · · , 𝑥𝑛. Загальний розв’язок рiвняння (2.1) запишемо у

формi (2.2)

𝑥(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐶𝑘𝑥𝑘(𝑡).

Вектор 𝑥(𝑡) визначає зображувальну точку , а доданки 𝐶𝑘𝑥𝑘(𝑡) є його

складовими. Через перiод 𝑇 положення зображувальної точки визначати-

меться рiвнiстю

𝑥(𝑡+ 𝑇 ) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐶𝑘𝑥𝑘(𝑡+ 𝑇 ).

Складовi цього вектора рiвнi

𝐶𝑘𝑥𝑘(𝑡+ 𝑇 ) = 𝜌𝑘𝐶𝑘𝑥𝑘(𝑡).
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Звiдси

|𝐶𝑘𝑥𝑘(𝑡+ 𝑇 )| = |𝜌𝑘||𝐶𝑘𝑥𝑘(𝑡)|.

З цього випливають наступнi умови стiйкостi системи, збурений рух якої

описується лiнiйними диференцiальними рiвняннями з перiодичними кое-

фiцiєнтами.

- Якщо модулi коренiв характеристичного рiвняння (2.5) менше одиницi,

то незбурений рух 𝑥1 = · · · = 𝑥𝑛 = 0 асимптотично стiйкий.

- Якщо серед коренiв характеристичного рiвняння є хоча б один, модуль

якого бiльше одиницi, то незбурений рух нестiйкий.

- Якщо серед коренiв характеристичного рiвняння є такi, модулi яких

рiвнi одиницi, а модулi iнших коренiв менше одиницi, то незбурений рух

стiйкий, хоч i не асимптотично.

Зауважимо, що першi два висновки справедливi i при кратних коренях

характеристичного рiвняння, а останнiй тiльки при простих коренях (то-

чнiше, при коренях простих щодо елементарних дiльникiв) [4].



Роздiл 3. Межа стiйкостi

Теорiя Флоке-Ляпунова була застосована для дослiдження стiйкостi

тривiального розв’язку рiвняння (1.15) i, як наслiдок, стiйкостi плоскої по-

верхнi безмежного шару iдеальної рiдини.

Для побудови границi областi стiйкостi у просторi визначальних пара-

метрiв системи було розроблено програму (див. Додаток). У програмi для

заданого хвильового числа та iнших параметрiв послiдовно визначається

матриця монодромiї, знаходяться мультиплiкатори, i за значенням абсолю-

тної величини мультиплiкатора робиться висновок про стiйкiсть аналiзова-

ної системи.

Межi областi стiйкостi щодо рiзних значень хвильового числа 𝑘 наве-

дено на рис.3.1. Область стiйкостi перебуває нижче наведеної кривої. Для

наступних значень фiзичних параметрiв рiдини:

𝜌 = 0.934
г

см3
, 𝛼 = 20.1 * 10−3𝐻

м
, ℎ = 1 мм,

Ω

𝜋
= 50 Гц

З графiка видно, що найнебезпечнiшi збурення мають хвильове число

порядку 1000, що вiдповiдає довжинi хвилi близько 6 мм.

20



21

Рис. 3.1: Межа областi стiйкостi



Роздiл 4. Врахування нелiнiйностi

хвиль

Зi зростанням аплiтуди коливань з’являється необхiднiсть врахування

нелiнiйних доданкiв у рiвняннях руху [5]. Зазвичай головний нелiнiйний

доданок має третiй ступiнь вiдносно аплiтуди коливань.

Нелiнiйнiсть брижiв Фарадея - це явище, пов’язане з взаємодiєю поверх-

невих хвиль, що параметрично генеруються, на вiльнiй поверхнi iдеальної

рiдини.

При розглядi параметричних поверхневих хвиль розглядаються двi

основнi частоти: перша (накачування) i друга (хвиль, що генеруються).

Коли перша частота коливань досягає певного значення, вiдбувається ре-

зонансна взаємодiя мiж першою та другою гармонiками. В результатi цiєї

взаємодiї генеруються додатковi гармонiки, що призводить до виникнення

брижiв на поверхнi рiдини.

Нелiнiйнiсть брижiв Фарадея полягає в тому, що амплiтуди згенерова-

них хвиль стають нелiнiйно залежними вiд амплiтуд накачування i хвиль,

що генеруються. Це означає, що змiна амплiтуди однiєї з хвиль може спри-

чинити значнi змiни амплiтуд iнших хвиль, що призводить до нелiнiйної

поведiнки системи.

Хвилi Фарадея на поверхнi рiдини можуть виявляти як хаотичнi, так i

перiодичнi рухи залежно вiд параметрiв системи та умов експерименту.

Розглянемо обидва випадки:

22
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1. Хаотичнi рухи: У деяких випадках взаємодiя мiж гармонiками хвиль

Фарадея може призводити до хаотичних рухiв. Хаотичний рух характе-

ризується високою чутливiстю до початкових умов, що означає, що малi

змiни в початкових параметрах можуть призвести до суттєвих вiдмiнно-

стей у подальшiй еволюцiї системи. Внаслiдок хаотичного руху хвилi Фа-

радея можуть виявляти випадковi, непередбачуванi форми та амплiтуди,

створюючи складнi та заплутанi хвильовi структури на поверхнi рiдини.

2. Перiодичнi рухи: В iнших випадках, за певних значень параметрiв

системи, хвилi Фарадея можуть виявляти перiодичнi рухи. Перiодичний

рух означає, що система повторює певнi форми та амплiтуди хвильових

структур протягом часу. Цi перiодичнi рухи можуть бути стабiльними або

схильнi до деяких перiодичних флуктуацiй, але в цiлому повторюються з

певною регулярнiстю.

Важливо, що перехiд вiд хаотичних до перiодичних рухiв чи навпаки

може вiдбуватися iз змiною параметрiв системи, наприклад, змiною ам-

плiтуди накачування чи частоти коливань. Також варто враховувати, що

поведiнка хвиль Фарадея може бути дуже чутливою до зовнiшнiх впливiв

та умов експерименту, i навiть невеликi змiни можуть призвести до значних

змiн у динамiцi хвиль.

На рис.4.1 зображено межу стiйкостi для гармонiк (4,3) i (7,2) з власною

частотою 𝜔(4, 3) = 7.892Гц та 𝜔(7, 2) = 8.1042Гц вiдповiдно [6]. Хрестики

– експериментально визначенi точки стiйкостi границi.Заштрихованi обла-

стi - це областi змагань гармонiк, тобто поверхня може бути описана як

суперпозицiя гармонiк (4,3) и (7,2) з амплiтудами, що мають повiльно змi-

нювальну огинаючу.
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Рис. 4.1: Границi стiйкостi гармонiк (4,3) i (7,2) по амплiтудi збудження 𝛼 та частотi 𝜔

коливань круглої посудини радiусом 6,35 см, заповненої на 1 см шаром води. Заштри-

хованi областi вiдносяться до перiодичних та хаотичних коливань з конкуренцiєю мiж

цими гармонiками [6].



Висновки

У роботi розглянуто параметричну нестiйкiсть вiльної поверхнi рiди-

ни в осцилюючому гравiтацiйному полi, а також дослiджується питання

врахування нелiнiйностi щодо визначення амплiтуди поверхневих хвиль.

Зведено вихiдну задачу до проблеми стiйкостi тривiального розв’язку си-

стеми лiнiйних диференцiальних рiвнянь iз перiодичними коефiцiєнтами.

Наводяться основнi положення теорiї Флоке – Ляпунова про стiйкiсть та-

ких розв’язкiв, а також результати чисельного дослiдження стiйкостi не-

скiнченного шару рiдини у вiбрацiйному полi. Побудовано межi областi

стiйкостi даної гiдродинамiчної системи. Розглянуто приклад виникнення

нелiнiйних перiодичних та хаотичних коливань.
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Додаток

hold on

global h g a w ro alpha nu;

h = 0.001; % товщина шару рiдини

alpha = 20.1E-3; % коеф. поверхневого натягу

ro = 934; % густина рiдини

g = 9.81;

w = 50*pi; % частота коливань посудини

nu = 1E-5; % коеф. кiнематичної в’язкостi

Ni = 21;

Nj = 100;

MON = zeros(2,2);

res = 1;

ind = 0;

for tKi = 500 : 10 : 2500

resOld = 0;

aOld = 0;

ki = tKi;

for i = 0:2:Ni

a = 10*i;

26



27

for m=1:2

e = zeros(2,1); e(m) = 1;

[t,x]=ode45(’rhsDU’,[0 pi/w], e);

for k=1:2

MON(k,m) = x(end,k);

end

end

L = eig(MON);

r_max = abs(L(1) + L(2)) / 2;

res = 1 - r_max;

if res*resOld< 0

aTrue = aOld - resOld*(a - aOld)/(res - resOld);

plot(ki, aTrue/g, ’bo’, ’MarkerSize’,2)

end

resOld = res;

aOld = a;

end

end

function y = rhsDU(t,x)

global ki h g a w ro alpha nu;

y = zeros(2,1);

y(1) = x(2);

y(2) = - ki * tanh(ki*h)* ( (g + a * cos(2*w*t) + alpha*

(ki)^2/ro )*x(1) ); %+ 2*ki*nu*x(2)
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